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Semestre 4 : Fonctions Complexes & Une Variable Complexe.

&xercice @
Dire si la la fonction suivante est harmonique ;

flz,y) = e~ sin(2zy).

SOLUTION :
Calculons le laplacien de f,

fi(z,y) = (2zsin(2zy) + 2y cos(2zy)) ex2fy27
(T, y) = ((4372 — 4y? + 2) sin(2zy) + 8xy cos(2:cy)) ety
fo(x,y) = (—2ysin(2zy) + 22 cos(2xy)) .

f.v;,? (z,y) = <(—4:172 + 4y? — 2) sin(2zy) — Sy cos(2:cy)> e’ —v?

Finalement, Af(z,y) = fl2(z,y) + f,2(x,y) =0, f est donc harmonique dans R2.

&xercice
Dire si la fonction suivante est dérivable de C dans C? (z = x + iy ou x et y sont deux réels).

f(2) = (22 — 3z — 3iy) + i(day + 2iy?).

SOLUTION :
f(2) = (22% — 3z — 3iy) + i(dwy + 2iy?) = (222 — 3z — 2y?) +i(4xy — 3y) = P(x,y) +iQ(z,y).
f dérivable nécessite que P et () vérifient les deux conditions de Cauchy-Riemann ; soit

Piz,y) = Qy(z,y),

Or on a, Py(z,y) = (20° — 3z — 2y*), = 4o — 3, et Q,(z,y) = (day — 3y);, = 4z — 3,
et on a aussi, P (z,y) = (22% — 3z — 2y%);, = —4dy, et Q,(z,y) = (4oy — 3y);, = 4y,
les deux conditions étant vérifiées, f est dérivable dans C.

(Remarque : f(z) = 22° — 3z).
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&xercice @%
Calculer les nombres suivants ;(chaque nombre sera donné sous la forme « + i3 ot « et (3 sont
des réels.).
1. A=e*"tg5 2 B =Tog(2+7i) 3. C=sin(2— 3i).

SOLUTION :
1. A=e?ilogd = 2. g7ilogd — 2 (cos(— Log5) + isin(— Log 5)

= ¢? (cos(Log 5) — isin(Log 5)) = ¢? (cos(Log 5)) —ie? <sin(Log 5))
7
2. B=Log(2+7i) =Log |2+ T7i| + i Arg(2+7i) = Log 4+ 49+ (Arctg 5T 2k7r) , kel

7
= Log /53 + i (Arctg§ +2k7r) , kelZ.
3. C=sin(2 —3i) = C =sin2cos(3i) — cos2sin(3i) = sin2ch 3 — i cos 2sh 3.

&xercice
Résoudre dans C les équations suivantes :

1. sinz =3, 2. Logz=1.

SOLUTION : B}

1. sinz =3 < _278 — 3= ¢ — e — 6i, posons ¢ = ¢ £ 0, on a2 — 6it — 1 =0
i

comme A’ = —8 = (2iy/2)? # 0, donc deux solutions distinctes;

tr = (3+2v2) 4,
ty = (3 —2v/2)i.

1¢¢ solution, ¢; = (3 + 2v/2)4, on a donc,
e = (34 2v/2)i <= iz = Log(3 + 2v/2)i = Log |(3 + 2v/2)i| + i Arg((3 + 2v/2)i)
:Log(3+2\/§)+i(g+2k7r> on k€ Z,

Finalement, z; = <g + 2k7r> —iLog(3 +2v2) = <g + 2k7r> +1iLog(3 — 2v/2); ou k € Z.

2°me solution, ty = (3 — 2v/2)i, on a donc,
€% = (3 — 2v/2)i <= iz = Log(3 — 2v/2)i = Log|(3 — 2v/2)i| + i Arg((3 — 2v/2)i)
— Log(3 — 2v/2) +i <g+2k7r> Lok € Z,

Finalement, z, = <g + 2k7r) —iLog(3 —2v2) = (g + 2k7r) +iLog(3 +2v2); ot k € Z.

2. Logz=i<=> Logl|s| +iArgz =i <> {Log\z|=0, @{\lel,

Argz =1. Argz =1.

Finalement,
z=-cosl+sinl.

(Remarque : On pouvait écrire aussi que, Logz =i => 2z =¢' = cos1 +isinl.)

% " Amroun




A ardi 09 _Zuin 2009 M aths 4 o/nnée 2008/2009.

&xercice @
Démontrer la formule suivante;

Vz e C, sin? z + cos® z = 1.

SOLUTION :

&xercice Cﬁ?
Calculer I'intégrale suivante ;

(2 —1)?cos2z dz
[ e

ot (t)=2¢€" te[0,2n]

SOLUTION :

La fonction a intégrer posséde deux singularités, (-1) et
(-5). Seul le point zg = —1 est a l'intérieur du lacet ~;

—1)2 2
posons alors f(z) = (2= 1) cos2z

\\7 (z+5)
ﬂ“ I'intérieur de . On a donc,

) [ de F=1)
\_/ /7(z+ 1~ 2mi S (—1,7) T

Comme ¢ € [0, 27|, on fait alors un seul tour autour de
2o =—1,dou S(—1,7) = 1.

, qui est dérivable a

La dérivée de f est alors,

(z — 1)<(z +11)cosz — (z —1)(z+5) sinz)

Fz) = (2 +5)?

5cosl+sinl

p-1) = -2

, et finalement,

—1)2 2z d )
/(Z ) cos 22 Z——W—Z(5cosl+sin1)
”

(z4+1)2(z+5) 2
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&xercice @

1
Donner le développement en série de Laurent de : f(z) = ———————— > dans l’ensemble;
(z+1)(z—1)
o ={z€C, /|z| <1}.
SOLUTION :
Deux méthodes sont possibles, citons en premier la meilleure.
1% méthode :
1 o o0
O = = —2*" ot |2 < 1+=z€ 4.
na f(z) (2_1_1)(2_1) 1_22 HZ:O nZ:O 27" o |27 z
2¢me mathode :
Une décomposition de f en éléments simples donne
1 ~1/2  —1/2
f(z)_(z—l—l)(z—l)_l—z 1+Z___Z Z
Finalement pour z € &7
1 1 =
f(z) = —5(1+z+z2+z3+~--)— 5(1—z+z2—z3+~--) = —(14+24+24+--) = —*",
n=0
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