
M ardi 09 J uin 2009 M aths 4 A nnée 2008/2009.
U niversité Djiℓℓaℓi L iabès de S idi-Beℓ-A bbès.
Fa
uℓté des S 
ien
es de ℓ'I ngénieur.2ème A nnée L .M .D. S 
ien
es & T e
hniques.E X A M E N D E T. D. (2 Heures).Semestre 4 : Fon
tions Complexes à Une Variable Complexe.

E xer
i
e 1Dire si la la fon
tion suivante est harmonique ;
f(x, y) = ex2

−y2

sin(2xy).SOLUTION :Cal
ulons le lapla
ien de f ,






f ′

x(x, y) = (2x sin(2xy) + 2y cos(2xy)) ex2
−y2

,

f ′′

x2(x, y) =
(

(4x2 − 4y2 + 2) sin(2xy) + 8xy cos(2xy)
)

ex2
−y2

.







f ′

y(x, y) = (−2y sin(2xy) + 2x cos(2xy)) ex2
−y2

,

f ′′

y2(x, y) =
(

(−4x2 + 4y2 − 2) sin(2xy) − 8xy cos(2xy)
)

ex2
−y2

.Finalement, ∆f(x, y) = f ′′

x2(x, y) + f ′′

y2(x, y) = 0, f est don
 harmonique dans R2.

E xer
i
e 2Dire si la fon
tion suivante est dérivable de C dans C ? (z = x + iy où x et y sont deux réels).
f(z) = (2x2 − 3x − 3iy) + i(4xy + 2iy2).SOLUTION :

f(z) = (2x2 − 3x− 3iy) + i(4xy + 2iy2) = (2x2 − 3x− 2y2) + i(4xy − 3y) = P (x, y) + iQ(x, y).
f dérivable né
essite que P et Q véri�ent les deux 
onditions de Cau
hy-Riemann ; soit







P ′

x(x, y) = Q′

y(x, y),

P ′

y(x, y) = −Q′

x(x, y).Or on a, P ′

x(x, y) = (2x2 − 3x − 2y2)′x = 4x − 3, et Q′

y(x, y) = (4xy − 3y)′y = 4x − 3,et on a aussi, P ′

y(x, y) = (2x2 − 3x − 2y2)′y = −4y, et Q′

x(x, y) = (4xy − 3y)′y = 4y,les deux 
onditions étant véri�ées, f est dérivable dans C.(Remarque : f(z) = 2z2 − 3z).
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E xer
i
e 3Cal
uler les nombres suivants ;(
haque nombre sera donné sous la forme α + iβ où α et β sontdes réels.).

1. A = e2−i Log 5 2. B = Log(2 + 7i) 3. C = sin(2 − 3i).SOLUTION :
1. A = e2−i Log 5 = e2 · e−i Log 5 = e2

(

cos(−Log 5) + i sin(−Log 5)
)

= e2

(

cos(Log 5) − i sin(Log 5)
)

= e2

(

cos(Log 5)
)

− i e2

(

sin(Log 5)
)

2. B = Log(2 + 7i) = Log |2 + 7i|+ i Arg(2 + 7i) = Log
√

4 + 49 + i

(

Arctg
7

2
+ 2kπ

)

, k ∈ Z

= Log
√

53 + i

(

Arctg
7

2
+ 2kπ

)

, k ∈ Z.

3. C = sin(2 − 3i) = C = sin 2 cos(3i) − cos 2 sin(3i) = sin 2 ch 3 − i cos 2 sh 3.

E xer
i
e 4Résoudre dans C les équations suivantes :
1. sin z = 3, 2. Log z = i.SOLUTION :

1. sin z = 3 ⇐⇒ eiz − e−iz

2i
= 3 ⇐⇒ eiz − e−iz = 6i, posons eiz = t 6= 0, on a t2 − 6it − 1 = 0 ;
omme ∆′ = −8 = (2i

√
2)2 6= 0, don
 deux solutions distin
tes ;







t1 =
(

3 + 2
√

2
)

i,

t2 = (3 − 2
√

2)i.1ère solution, t1 = (3 + 2
√

2)i, on a don
,
eiz1 = (3 + 2

√
2)i ⇐⇒ iz1 = Log(3 + 2

√
2)i = Log |(3 + 2

√
2)i| + i Arg((3 + 2

√
2)i)

= Log(3 + 2
√

2) + i
(π

2
+ 2kπ

) ; où k ∈ Z.Finalement, z1 =
(π

2
+ 2kπ

)

− i Log(3 + 2
√

2) =
(π

2
+ 2kπ

)

+ i Log(3 − 2
√

2) ; où k ∈ Z.2ème solution, t2 = (3 − 2
√

2)i, on a don
,
eiz2 = (3 − 2

√
2)i ⇐⇒ iz2 = Log(3 − 2

√
2)i = Log |(3 − 2

√
2)i| + i Arg((3 − 2

√
2)i)

= Log(3 − 2
√

2) + i
(π

2
+ 2kπ

) ; où k ∈ Z.Finalement, z2 =
(π

2
+ 2kπ

)

− i Log(3 − 2
√

2) =
(π

2
+ 2kπ

)

+ i Log(3 + 2
√

2) ; où k ∈ Z.
2. Log z = i ⇐⇒ Log |z| + i Arg z = i ⇐⇒

{

Log |z| = 0,
Arg z = 1.

⇐⇒
{

|z| = 1,
Arg z = 1.Finalement,

z = cos 1 + i sin 1.(Remarque : On pouvait é
rire aussi que, Log z = i =⇒ z = ei = cos 1 + i sin 1.)2 M r Amroun
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E xer
i
e 5Démontrer la formule suivante ;

∀z ∈ C, sin2 z + cos2 z = 1.SOLUTION :
∀z ∈ C, sin2 z + cos2 z =

(

eiz − e−iz

2i

)2

+

(

eiz + e−iz

2

)2

= −1

4

(

e2iz −2 + e−2iz
)

+
1

4

(

e2iz +2 + e−2iz
)

= 1

E xer
i
e 6Cal
uler l'intégrale suivante ;
∫

γ

(z − 1)2 cos 2z dz

(z + 1)2(z + 5)
où γ(t) = 2 eit, t ∈ [0, 2π].SOLUTION :

γ-1• 0
La fon
tion à intégrer possède deux singularités, (-1) et(-5). Seul le point z0 = −1 est à l'intérieur du la
et γ ;posons alors f(z) =

(z − 1)2 cos 2z

(z + 5)
, qui est dérivable àl'intérieur de γ. On a don
,

∫

γ

f(z) dz

(z + 1)2
= 2πiI (−1, γ)

f ′(−1)

1!
.Comme t ∈ [0, 2π], on fait alors un seul tour autour de

z0 = −1, d'où I (−1, γ) = 1.La dérivée de f est alors,
f ′(z) =

(z − 1)
(

(z + 11) cos z − (z − 1)(z + 5) sin z
)

(z + 5)2

f ′(−1) = −5 cos 1 + sin 1

4
, et �nalement,
∫

γ

(z − 1)2 cos 2z dz

(z + 1)2(z + 5)
= −πi

2
(5 cos 1 + sin 1)
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E xer
i
e 7Donner le développement en série de Laurent de : f(z) =

1

(z + 1)(z − 1)
, dans l'ensemble ;

A = {z ∈ C, / |z| < 1} .SOLUTION :Deux méthodes sont possibles, 
itons en premier la meilleure.1ère méthode :On a f(z) =
1

(z + 1)(z − 1)
=

−1

1 − z2
= (−1)

∞
∑

n=0

(z2)n =

∞
∑

n=0

−z2n, où |z2| < 1 ⇐⇒ z ∈ A .2ème méthode :Une dé
omposition de f en éléments simples donne,
f(z) =

1

(z + 1)(z − 1)
=

−1/2

1 − z
+

−1/2

1 + z
= −1

2

∞
∑

n=0

zn − 1

2

∞
∑

n=0

(−z)n, z ∈ A .Finalement pour z ∈ A ;

f(z) = −1

2
(1 + z + z2 + z3 + · · ·)− 1

2
(1− z + z2 − z3 + · · ·) = −(1 + z2 + z4 + · · ·) =

∞
∑

n=0

−z2n.
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