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Chapitre 1

Equations différentielles linéaires

1.1 Généralités

Dans ce cours la solution d’'une équation différentiéli§ est une fonction autant de fois dérivable que
nécessaire, définie sun intervalle, deR et qui vérifie( E)

Exemple 1.1 la fonction exponentielle est une solution $ude I'équation différentielle/ — y = 0.
Exemple 1.2 La fonction définie pa@; est une solution sUR ™ de I'équation différentielle
yl/ . 2y3 =0
Définition 1.1 On appelle équation différentielle linéaire une équation différentielle de la forme
N
(B) Y any™ =1
n=0
ou lesa,, etb sont des fonctions & valeurs daRet lesy(™ sont les dérivées éniémes de la fonction inconnue

Y.

Définition 1.2 On appelle solution générale d&) une formule dépendant d’un certain nombre de constantes,
et qui donne toutes les solutions @&), lorsque ces constantes changent de valeurs.

Définition 1.3 L'entier N (ax # 0) qui correspond au plus grand ordre de dérivation s’appelle I'ordre de
I'équation différentiellg E).

Exemple 1.3y"” + zy’ +y = 22 + 1 est une équation différentielle linéaire, d’ordre 2.
Exemple 1.4 (y’)2 + y = 2 est une équation différentielle non linéaire, d’ordre 1.

Exemple 1.5y + 23y + In(x)y = 2% + 1 est une équation différentielle linéaire, d’ordre 4
Exemple 1.6 (v") + In(y) = 2 est une équation différentielle non linéaire, d’ordre 2.

Définition 1.4 L’équation linéaire(E) est dite a coefficients constants si lgsne sont pas des fonctions
mais des réels

Remarque 1.1 Une équation différentielle linéaire a des solutions réelles et des solutions complexes. Dans
ce cours nous nous intéressons aux solutions réelles, mais il est parfois plus facile de trouver les solutions
complexes. On peut alors trouver les solutions réelles en prenant les parties réelles des solutions complexes.
En effet une fonctiorf & valeurs complexes est solution(d€) ssi®(f) et (f) sont solutions.
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1.2. EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE A.Mizrahi

Définition 1.5 On appelle équation différentielle linéaire sans second membre (EDLSSM) assddige a
I'équation différentiellg £')

N

(E,) : Zany(n) =0

n=0

Proposition 1.1 Siy; etys sont des solutions d’une équation différentielle linéaire sans second méfibhre
alorsy; + y2 etay; sont solutions déE’) pour tout réekr. Siy, est une solution d’'une équation différentielle
linéaire (F) alors y; — yo est solution de I'équation linéaire sans second membre associg¢e est aussi
solution de(E).

preuve:

N N N
(BN anlyn +52)™ = anyt™” + > angd” =0+ 0=0
n=0 n=0 n=0

N N N
BV an(yr —92)™ = anyt” =Y ant” =b—b=0
n=0 n=0 n=0

Corollaire: Les solutionss” de (E’) forment un espace vectoriel et les solutiSrde (E) forment un
espace affine de directidi’).
Preuve :trivial. La proposition précédente peut s’écrire:

La solution générale d’'une équation différentielle linéaire est la somme d’une solution particuliere
de I'équation avec second membre et de la solution générale de I'équation sans second membre.

Remarque 1.2 Si E' est une espace vectoriel un espace affire direction®’ est un ensemble de la forme
{a+ f|f € E'} oua estun élément quelconque fle

Proposition 1.2 lemme de superposition: Pour déterminer une solution particuliér@%@;o any™ =
f1 + fo, il suffit d’ajouter une solution particuliere dEﬁf:O any™ = f1 & une solution particuliére de

> noany™ = fo

Preuve : Aucune difficulté

1.2 Equation différentielle du premier ordre
Dans ce paragraphe

(E):y +ay=10
(E'):y +ay=0
Théoréme 1.1Les solutions déE) sont les fonctions de la forme
y(a) = o I” e (/ bu)el " o gy 4 K>

oU [* h(u)du représente une primitive quelconque de la foncticet K un réel quelconque.
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1.2. EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE A.

Mizrahi

Preuve :

On note— fz a(t)dt une primitive quelconque de prise au point:. Puisque la quantité/“ «(Vdne s'annule pas

I'équation différentielle est équivalente a
(¢ (x) + az)y(w))el " *O% = p(a)el "o

Or le premier terme n’est autre que
d x
S W@)el 0

En intégrant on obtient alors
y(:ﬂ)efﬁ a(t)dt _ / b(u)ef“ a(t)dt du

d’ou le résultat annoncé.

Corollaire: Les solutionsS’ de (E’) forment un espace vectoriel de dimension 1. Elles sont de la forme

(Ke= I adt) et les solutions déE’) forme un espace affine de directish

Remarque 1.3 Ce qui peut encore s’énoncer :

La solution générale d’'une équation différentielle est la somme d’une solution particuli
I'équation avec second membre et d’'une constante multiplié par une solution de I'équati
second membre.

ere de
DN sans

Méthode pratique de résolution de(E’) : On remarque que la fonction nulle est solution, de plus si une
solution s’annule en un point d’aprés le théoréme précédent elle est nulle partout (éh effet. Soity une

solution de(E’) qui n’est pas la fonction nulle et donc qui ne s’annule pas:

/

Y

J _ a4
Y
d’ou en intégrant en des deux cotés:
x
in(ly) = [ ~a
d’ou
ly| = el —aditK

y= e JTadr K — ge[Ta
En effet+eX est une nouvelle constante de signe quelconque que I'orChote

Exemple 1.7 résolvon2y’ + 3zy = 0

Y= e THE = LK T = 0T
K etC étant des réels quelconques.

Université de Cergy Pontoise 5



1.3. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D'ORDRE 2 A.Mizrahi

Exemple 1.8 résolvony F) : 2y’ + 3xy = x avec la condition initiale/(0) = 0 On a déja résolu I'équation
sans second membre, on remarqueggue% est une solution déF), les solutions sont donc les fonctions de
la forme

y= % +Cen ™
la condition initiale nous permet de calcuter
y(0)=0= % + Cei?
la solution est donc
y= é(l —e ™)

Théoréme 1.2 méthode de variation de la constante
Cette méthode permet de trouver une solution particuliére de I'équation avec second membre.
Pour résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre on peut utiliser la formule du théoreme
précédent mais I'on peut aussi commencer par résoudre I'équation sans second membre, on trouve alors une
famille de solutions de la formE f ou K est une constante qui appartienRaet / une solution non nulle de
I'équation sans second membre. Les solutions forment une droite vectorielle dont la fghetibane base.

On cherche alors une solution de I'équation différentielle avec second membre de laKqumng(x).

Exemple 1.9 Résoudre I'équatiomy’ — 2y = x3In(x)
On commence par résoudre I'équation sans second membRe sur

y 2

Yy xT

ce qui donne en intégrahi(|y|) = 2in(|z|) + k les solutions sont donc les fonction&r) = K22, ol K est
un réel quelconque. Pour résoudre I'équation avec second membre faisons 'varier la constante->da note
fonctionz(x) = 22 et I'on cherche une solution de la fornd&(z)z(z) I'équation différentielle devient

Kz+2ZK+aKz=b
or 2’ + az = 0 donc finalement I'équation se ramen&& = b il suffit alors d’intégrer
K'(2) = zin(x)

on obtient aprés une intégration par parties

d’ou I'on déduit les solutions

ou C est un réel quelconque.

1.3 Equation différentielle linéaire d’ordre 2

Dans ce paragraphe

(E):ay" +by +cy=d

(E"):ay” +by' +cy=0

a,b,c,d sont des fonctions et a est non nulle.

Université de Cergy Pontoise 6



1.3. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D'ORDRE 2 A.Mizrahi

1.3.1 Cas des coefficients constants

Dans cette sous partigb,c sont des réels et est non nul.

Théoreme 1.3 Les solutions déE’) forment un espace vectoriel de dimension 2, on appelle polyndme ca-
ractéristique dg E’) le polyndmeP = aX? + bX + ¢, soientr; etr, Ses racines, trois cas sont possibles:

1. r, etry sont deux racines réelles distinctes les solution§ide sont les fonctions de la forme:
y(r) = Cren® + Coe™

ou C ety sont des réels quelconques.
2. r1 = r9, P possede une racine double réelle les solutionéide sont les fonctions de la forme:

y(z) = (C1 + Cox)e™®

ou C; et(C, sont des réels quelconques.
3. r1 etry sont deux racines complexes conjuguées a + i3 (re = a — if3)
4. Les solutions déFE’) sont les fonctions de la forme:

y(z) = e**(C1 cos(Bzx) + Coysin(fz))
ou C; ety sont des réels.

Remarque 1.4 On peut s’intéresser aux solutions complexes de cette équation différentielle, on obtient alors
dés qu'il y a deux racines distinctesetr,.

y(z) = Cre"* + Ce”™

ou 4 ety sont des complexes.

Preuve :D’abord il est clair que si; est une racine (réelle ou complexe) du polyndéme caractéristique la fonction définie
pary;(xz) = e™* est solution dé€ E’). Soit alorsh une fonction, posons(x) = h(z)e "% h = zy, est solution ssi

a(z"y1 +2y12" + 2y)) + b(2'y1 + 29)) +czy1 =0
donc h est solution ssi
az"y1 + 2 (2ayy + by1) + 2(ay! + by} + cy1) =0

or y; est une solution de I'équation différentielle donc le coefficient @st nulle : on s’est ramené a une équation du
premier ordre en’. Or

az"y1 + (2ay] +by1)2' =0
que I'on résout en utilisant le fait qug = r1y; (cary; () = e™*) et—g =71+

2" (2ar1 +b)
=L =1y
z a

donch est solution ssi

Z/ — Ke(r277"1)x

avecK une constante. Si le polynéme caractéristique a une racine double; = 0, z = Ciaz + Cy eth = (Cy +
Cyx)e™*. Sinon les racines sont distinctes-gt-r; # 0 doncz = Cre("2~")* 4 Cy donch = (Crel™2=")% 4 Cy)e®
d’ou le résultat. Si les racines sont complexes il suffit de prendre la partie réelle.

Remarque 1.5 Pour résoudre I'équation avec second membre on peut utiliser la méthode de variation des
constantes ou voir le cas du second membre exponentielle polyndome.

Université de Cergy Pontoise 7



1.3. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D'ORDRE 2 A.Mizrahi

1.3.2 Cas des coefficients quelconques

Remarque 1.6 Il n'existe pas de méthode générale de résolution de ces équations différentielles. Par contre
il existe une méthode pour trouver une deuxiéme solution lorsqu’on connait déja une solution.

Proposition 1.3 Méthode de Laplace

Cette méthode permet de trouver une deuxiéme solution de I'équation sans second membre, lorsqu’on en
connait une.

Siy; est une solution deF’) il existe toujours une solutiog, linéairement indépendante de qui est de la
formeys(t) = k(t)y1(t), le calcul dek se ramenant a la résolution d’'une équation du premier ordre.

Preuve :

vy = kyy + K'y

ys = kyi + 2Ky + K"y
Yo est solution d€E’) ssi
a(kyy + 2k'yy + K"y1) + b(ky| + K'y1) + c(kyy) =0
ce qui équivaut a
a(2k'y) + K" y1) + b(K'y1) =0
cary; est solution de I'équation sans second menil##8. On s’est bien ramené a une équation linéaire du premier

ordre enk’.

Remarque 1.7 En fait on a démontrer plus que ce qui est annoncé, on a démontrer que si il existait une
solution non nulle a I'équation différentielle sans second membre, alors on pouvait se ramener a une équation
du premier ordre, les solutions formant alors un espace vectoriel de dimension deux, admegmdur

base.

Exemple 1.10 Résoudr@z?y” — 32y’ + 3y =0
On remarque qug; (z) = x est solution, on cherche alors une solution de la fogate) = k(x)y1(x).
On aalorg, = K'y1 + ky| ety = k"y1 + 2k'y| + ky]. Commey; est solution de I'équation les trois termes
kyY, kyy, etky, s’éliminent et il reste :

222 (K"yy 4 2k'y}) — 3x(k'y1) = 0
soit

223k" + (42 — 32°)k' =0

dont on tire’;—’,’ = g—; qui s’integre en

C

Ko=-—
Jz

gue I'on intégre de nouveau en:
k= 61\/5 + c2

finalement les solutions sont les fonctiof(s) = c1 21/ + oz

Proposition 1.4 Méthode de variation des constantes: (admis) Si la solution générale de I'’équation dif-
férentielle sans second memkE’) est de la formey = Cyy; + Cay, avecC; et Cy des constantes,
alors les solutions de I'équation différentielle avec second merfiBjepeuvent se mettre sous la forme
z(z) = C1(x)yi(z) + Ca(x)y2(x) ou Cy et Cy sont liés par la relationC] (z)y1 (x) + C4(z)y2(x) = 0.
Déterminer les fonctiong’; et Cy se raméne a la résolution de deux équations différentielles linéaires du
premier ordre.

Université de Cergy Pontoise 8



1.3. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D'ORDRE 2 A.Mizrahi

Preuve :
2" = Clyr + Cry) + Coyz + Cayy
donc
2= Cy; + Cays
on peut alors calculer la dérivée seconde
2" = Cyy + Cryy + Coys + Coyy
z est solution de I'équation différentielle ssi
a(Clyy + Cryy + Coys + Cayy ) + b(Cryy + Cays) 4 c(Cryr + Cayz) = d
en utilisant le fait quey; ety, sont solutions de I'équation sans second membre on se raméne a I'équation:
a(Cry; + Cayh) = d
Pour détermine€’; et Cs il suffit donc de résoudre le systéme différentiel:

Cly1 + Chy2 =0
a(Clyy + Cayy) = d

Exemple 1.11 Résoudre/’ +y = tan(z). Les solutions de I'équation sans second membre sont les fonctions
C cos(z) + Caysin(x) avecC) etC, des réels. On cherche donc a résoudre le systéme:

{ Cf(x) cos(z) + Ch(x) sin(z) =0
—C sin(z) + CY cos(z) = tan(z)

En utilisant les formules de Cramer on obtient:

 (ians) o) oy (Tt sl
o (0 TN (o) )

(
—sin(z) cos(z) —sin(z) cos

=

d’'ou le systéme

Ci(z) = _Sggs((f))
Cl(z) = sin(z)

qui s’integre en

+ K3

1—sin(z)

Cy(x) = —cos(z) + Ko

{ Cl(fE) — Sin(.’lf) 4 %h’l ‘ 1+Sin(1‘)

Le résultat final est donc

1 + sin(z)
1 — sin(z)

+ K1> cosx + (—cos(x) + Ky) sinz

1 1+si
= n‘jLS’m(x) cosx + Kjcosx + Kosinx

1 — sin(z)

Université de Cergy Pontoise 9



1.4. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS A.Mizrahi

1.4 Equation différentielle linéaire a coefficients constants

N
(E) : Zany(”) =b
n=0

N
() : Y any™ =0

n=0

ou lesa,, sont des réels, une fonction et leg(™ sont les dérivées éniémes de la fonction inconpue

Définition 1.6 On appelle polyndéme caractéristique @€) ou de(E’) le polynéme
N
P(X)=> a,X"
n=0

Exemple 1.12le polyndme caractéristique de I'équatigff — 2y” + 3y = z est le polyndmeP(X) =
X3 —2X? 4 3.
Théoréme 1.4 (admis) Si le polyndme caractéristique €') se factorise sous la forme

l

[T X —an™ T (X = (b +ier)™ (X — (b —ier))™
k=1 k=m+1

les a;, sont les racines réelles dB, (b; =+ ici) sont les racines complexes conjuguéesijest lesay, la
multiplicité de ces racines. Alors les solutions(d€) sont les fonctions de la forme

l

f(x) =) Qula)e™™ + Y "(Qi(x) cos(er) + QF (x) sin(ey))

k=1 k=m+1

lesQy,Q1,Q3 étant des polyndmes arbitraires de degré strictement inférieyr.a
Remarque 1.8 Ce théoréme est une généralisation du théoréme 1.3

Exemple 1.13 Résoudre I'équation différentiellg” — 3y’ + 2y = 0.

Le polyndme caractéristique eB{(X) = X? — 3X +2 = (X — 1)%(X + 2). Ce qui dans le théoréme
correspond an = 2;a1 = ;01 = 2;a02 = —2; 9 = 1 etil n'y a pas de racines complexes non réelles.Les
solutions sont donc les fonctions:

f(x) = (ax 4+ b)e” + ce™**
aveca; b etc des réels arbitrairesz + b est bien un polynéme quelconque d’ordre 1.

Exemple 1.14 Résoudre I'équation différentiellgs) — y =0
Le polyndme caractéristique est

PX)=X0—1=(X - 1)(X +1)(X —€5)(X — ¥

ol
S~—
=
|
o
S
=
|
S~—
=
|
o
at
N
|
S~—

Ce qui dans le théoreme correspontha= 2;a1 = ;a1 = l;as = —1;a0 = 1;1 = 4;b3 + ic3 =
e's: by + icy = €33 Les solutions sont donc les fonctions:

fz) = C1e® + Coe™ + €2 (C3 cos(\ggfzr) +Cy Sin(\égzz:)) +e72(Cs cos(\éga:) +Cs sin(\éga:))
avec leC; des réels arbitraires.

Université de Cergy Pontoise 10



1.5. THEOREMES GENERAUX A.Mizrahi

Proposition 1.5 Second membre exponentielle-polynéme (admis).
Soit I'équation

N
(B): > apy™ =T (x)
n=0

oum est un réel ef” un polynéme. Il existe toujours une solution(de) de la forme

1. e™*Q(x) sim n’est pas une racine du polynéme caractéristiuae (£):

2. z%e™*Q(x) si m est une racine de multiplicité du polyndme caractéristique : .
Dans les deux caQ est un polynéme de méme degré Gue

Exemple 1.15Résoudre)” — 4y’ + 4y = €37,

Les solutions de I'équation sans second membre sont les fongtiohs= (C; + Cax)e?* le second membre
est de la forme du théoréme avec= 3 etT = 1, m n’est pas racine du polyndme caractéristique, on cherche
donc une solution particuliére de la form@gz)e3* avecdeg(Q) = 0 on trouve alor9Q — 12Q + 4Q = 1.

La solution générale est donc

y(:r) = (01 + CQJJ)(EQI +1

Exemple 1.16trouver une solution particuliére de I'équation différentielle:

y//_y/_2y:x2€z

Avec les notations du théoréme précédent 1 qui est une racine de multiplicité 1 du polynédme caractéris-
tique. On va donc chercher une solution particuliere de la forme

y(x) = z(ax® + ba + c)e”
On dérive deux foig et on cherche des conditions sub etc pour quey soit solution de I'équation de départ.

Remarque 1.9 Le résultat reste vrai pour les solutions complexes dans le cas est complexe. Ce qui
permet de chercher des solutions particuliéres lorsque le second membre est un polynéme multiplié par un
cosinus ou un sinus.

Exemple 1.17 Chercher un solution particuliére de I'équation différentiglle+ ' + y = x sin(x).

On remarque quesin(z) = I(xe'®), ori n’est pas racine du polynéme caractéristique, on peut donc chercher
une solution complexe de la formgz) = (az + 3)e’® aveca,3 € C ce qui nous pousse a chercher des
solutions réelles de la forme

y(x) = (azx + b) cos(x) + (cx + d) sin(z)

1.5 Théorémes généraux

Théoréme 1.5de Cauchy linéaire (énoncé rigoureux, admis): Soieon intervalle deR, ag,aq,a2,..,an_1
etb des fonctions continues siiyyo,...,yn 1 des réels ety un élément dé alors il existe une unique fonction
y définie surl telle que

{ y ™ + 300 any™ =b
y(to) = yo.y' (to) = y1.y" (to) = Yoo yN = yn_1

Théoreme 1.6 (admis) Siuy = 1 les solutionsS’ de (E’) forment un espace vectoriel de dimensidret les
solutionsS de (E) forment un espace affine de directiSh

Université de Cergy Pontoise 11



1.5. THEOREMES GENERAUX A.Mizrahi

Preuve : Il suffit de regarder I'applicatior de RY dans I'espace des fonctions dérivables qui a un vecteur

(Yo,v1, - - - yn—1 associe I'unique solution deg&’), telle quey(to) = o,y (to) = y1,¥" (to) = 2oy P =yn_1. @

est bien définie d’apreés Cauchy, elle est clairement linéaire, et surjective. L'injectivité vient de I'unicité du théoréme de
Cauchy.

Remarque 1.10 Ceci implique donc que la solution générale d’'une équation différentielle linéaire drdre
s’écrit a l'aide den constantes.

Corollaire: Sif est une solution déF) alorsS’ = f + 8" = {f + hlh € S’}

Exemple 1.18 Soit (E) I'équation différentieller?y” + xy’ — 4y = 1. L'équation sans second memigie’)
estz?y” + xy’ — 4y = 0, 'ensemble de ses solutios$ est un espace vectoriel de dimension 2 (car I'équation
estd’ordre 2), on peut remarquer qzt;?eet%i2 sont solutions or ces fonctions étant indépendantes elles forment
une base de solutions.

b
S’ = {aa® + ﬁ|a,b € R}
1 9 b
S:{Z"‘CLCC +;|Cb,b€R}

FiG. 1.1 —LorsqueN = 1, en chaque point du plan passe une solution de 'ED
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1.5. THEOREMES GENERAUX A.Mizrahi

FiG. 1.2 —LorsqueN = 2, en chaque poini/, du plan passe une et une seule solution de 'ED ayant une
pente donnée

Université de Cergy Pontoise 13



Chapitre 2

Equation différentielle d’ordre 1

2.1 Généralités

Ce sont toutes les équations différentielles de la fofiie,y,y’) = 0 ou F est une fonction de trois
variables et/ la dérivée de la fonction inconnue

Exemple 2.1 (v')3+y' = 2y—x estune équation différentielle du premier ordre la foncfiode la définition
étant définie paF (z,y,2) = 23 + 2 — 2y + o

Exemple 2.2 yIn(y + y') — x = 0 est une équation différentielle du premier ordre.

Remarque 2.1 1l n'y a pas de méthode générale pour résoudre les équations différentielles du premier ordre.
Pour certaines familles d’entre elles il y a des méthodes (variables séparables, homogénes, différentielle totale,
etc...)
2.2 Interprétation graphique
Dans le cas ou I'équation se met sous la forme résoluge en
(B):y' = f(z.y)
une fonctiony est solution dé€ £') si en tout point de coordonnéés,y(z)), la tangente a la courbe représen-
tative dey a pour pentef (z,y(z)).
En chaque pointx,y) ou la fonctionf est définie, sa valeur donne la pente que doit avoir une solution passant
par ce point.
FIG. 2.1 —les solutions sont tangentes aux petits segments

Définition 2.1 On appelle isocline de coefficientde I'équation(E) I'ensemblel,, des points)M du plan
pour lesquels les solutions d&') ont une tangente de penteen M.

2.3 Equations différentielles a variables séparables

Définition 2.2 Une équation différentielle du premier ordre est a variables séparables si elle peut se mettre
sous la forme

ol g et f sont des fonctions.

14



2.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES A VARIABLES SEPARABLES A.Mizrahi

Exemple 2.3 ¢/ In(1 + y?) = 2z est a variables séparables.
Exemple 2.4 (1 + z2)y’ = 1 + y? est a variables séparables car elle est équivalente a I'équation:

y 1
L+y?  1+a?

Exemple 2.5 (1 + z2)y’ = y est linéaire et elle est a variable séparable (il faut quand méme faire attention
lorsque I'on va diviser paw, cary est une fonction qui pourrait s'annuler en certains points).

Proposition 2.1 SoientG une primitive deg, F' une primitive def ety une fonction dérivabley est solution
de(FE) ssiG(y(x)) = F(x) + K ou K est une constante arbitraire.

Preuve : <= G'(f(z))f'(z) = f(x) doncf est bien solution déE)
= g(y(x)y' () = f(x)
donc [ (g(y(z))y'(x)de = [(f(x))de
doncG(y(z)) = F(z) + K

Remarque 2.2 Dans la pratique on pose les calculs comme ceci: ongarji/ = f(z) de la fagon suivante

o)L = ()

ce gue I'on peut encore écrire
9(y)dy = f(z)dz

ce qui, en intégrant des deux cotés donne

[oway= [ s

Gly)=F(z)+ K

Lorsqu’on utilise cette notation pratique il faut bien remarquer qug s étaient des fonctions deviennent
des variables dans l'intégrale et on les interpréte comme des fonctions apres I'intégration.

Exemple 2.6 Résoudre/?y’ = x2

La méthode pratique vue précédemment nous permet d’'¢éike= = dx ce qui en intégrant nous donne
Ly 13
_ — _ + K
3 X

¥ =3

on obtient donc la solution générale:
y(z) = Va3 +C

Exemple 2.7 Résoudre/ In(y) = e”

On se ramének(y)dy = e*dz

ce qui en intégrant donngln(y) —y = e* + K

on remarque gue l'on ne trouve pas une expression pauis une relation (fonctionnelle) entreet y.

Définition 2.3 Soit (F) une équation différentielle on appelle intégrale premierg Bg une fonctionF tel
que pour toute solutiop de (E) il existe une constant® tel que

F(zy(z)) = K

On appelle intégrale premiére absolue une intégrale premierpii est telle que toute fonction dérivable qui
vérifie F(z,y(x)) = K est une solution deFr).
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2.4. DIFFERENTIELLE TOTALE A.Mizrahi

Remarque 2.3 La proposition 2.1 permet donc de déterminer une intégrale premiere absqldg.de'est
une fonction pour lesquelles les solutions sont constantes sur les lignes de niveaux. Et les lignes de niveaux,
définissent des solutions.

Exemple 2.8 Résoudre 'équation différentielledz + ydy = 0
En intégrant on obtient

- 2K
oY T 37

Les solutions sont données pae +vV K — 22

On peut remarquer que sous la formér + ydy = 0 le x et le y jouent des rbles analogues, les cercles
centrés en l'origine définissent des intégrales premiéres de I'équation. En effet si on paramétrise ces cercles
parz(t) = Rcos(t) ety(t) = Rsin(t) on obtient alors

dzr = —Rsin(¢)dt

dy = Rcos(t)dt
On a bienzdz + ydy = 0.

FIG. 2.2 —Solutions decdz + ydy = 0

2.4 Différentielle totale

Rappel: SiF" est une fonction de deux variables, sa différentielle est:

OF OF

Proposition 2.2 Une expression de la form@x,y) dx + g(x,y)dy est la différentielle d’une fonction ssi

0 0
oo = 2w

Preuve : c’est un cas particulier du fait qu'un champ est un gradient ssi son rotationnel est nul. On applique alors ce
résultat au champs

(f(z,y),9(x,y),0)

et I'on calcule son rotationnel.

Proposition 2.3 Les solutions de I'équation différentielle:

(E) : f(xvy)dl‘ +g(x7y)dy =0

lorsquef(x,y)dx + g(x,y)dy est la différentielle d’'une fonctiof' sont définies par la relation fonctionnelle
F(xz,y) = K ou K est une constante quelconqug.€st une intégrale premiére d&)).
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2.4. DIFFERENTIELLE TOTALE A.Mizrahi

Preuve : (F) peut s'écriref (z,y) + g(x,y)y’ = 0. Soity une fonction dérivable,

d _OF  OF

3 F@y(@) = s Fyy’ = f(zy) + g(z,y)y’

doncy est solution de (E) sdi'(z,y(x)) est constant.

Exemple 2.9 Résoudreg(3z%y* + y)dx + (423y® + 2 + 1)dy = 0. On peut commencer par vérifier que
I'expression définit bien la différentielle d’'une fonction. C’est le cas ssi

0 0
4 3,.3 1) = 2 4
—am( 2y’ +x+1) —ay(?):vy +vy)

ce qui se vérifie de fagon évidente.
Cherchons maintenant a déterminer cette fonction, elle doit vérifier

oF
— =3yt +y
ox
elle est donc de la forme
F(zy) = 2y* + 2y + K(y)
ou K est une fonction quelconque. En dérivant par rappgrtan obtient
423y + o + K'(y)
or cette quantité doit étre égalea®y® + = + 1 on en déduit donc qua” = 1 d’oll
Flzy) =2y oy +y+C

ouC estun réel.
Les fonctionsy(x) qui vérifientz3y* + zy = K sont solutions de I'équation différentielle.

Remarque 2.4 Si f(x,y) dz+g(z,y) dy n'est pas la différentielle d’'une fonction, mais que,y) (f (z,y) dz+
g(z,y)dy) I'est alors on dit que la fonctioh est un facteur intégrant de I'équation différentielle

f(zy)dz + g(z,y)dy =0
il peut permettre de la résoudre.

Exemple 2-10?12 est un facteur intégrant de I'équation différentieidy — (y + 1 — 22)dz = 0 on peut
vérifier querdy — (y + 1 — 22)dz n’est la différentielle d’aucune fonction.

0 0 9
—r=1#-1=_—(- 1-—
Gut = 1A 1= -y 1-4%)
En multipliant I'équation par le facteur intégrant on obtient la nouvelle équation
1 1—a2?
“dy — y+72xdx —0
X T

maintenant I'expression est la différentielle d’une fonctioen effet

o1 _ ﬁ( M)
drxxz Oy x2

En intégrant comme dans I'exemple 2.9.

Les solutions sont alors les fonctions qui vérifient

1
g—i-f—F:E:K
r oz
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2.4. DIFFERENTIELLE TOTALE A.Mizrahi

Théoreme 2.1de Cauchy (admis)
L'équation différentiell§ E) : v/ = f(x,y) ou f est un fonction de clasg® définie sur un domaing x .J de

R? posséde une unique solution vérifiafitg) = yo lorsque(zo,yo) € I x J, la fonctiony est alors définie
sur un intervalle contenant, et inclus dand'.

Remarque 2.5 Contrairement au cas linéaire les solutions ne sont pas forcément définies sur l'intérvalle
tout entier.
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Chapitre 3

Résolution approchée d’équations
différentielles du premier ordre

3.1 Meéthode de Newton

Soit le probléme suivant

Y= fzy)
(P): { y(zo) = o

Remarque 3.1 Le théoreme 2.1 de Cauchy affirme que le systéRjeprécédent possede une unique solution
¢, on va construire une suite de poifs,,y,) proche des point&e,,,¢(x,)).

On connait la pente de la tangente an (z,yo) on approxime alorg par sa tangente enttg etzo + h,
h est le pas de notre méthode, en génkradbit étre assez petit pour que I'approximation soit bonne. On note
y1 notre valeur approchée d¢x, + h) On poser; = x¢ + h; o = o + 2h etx,, = zo + nh. L'équation de
la tangente @& passant pafzo,yo) est

y —yo = f(xo,y0)(x — o)
ce qui donne

y1 = f(xo.y0)h

on recommence alors de la méme facon en partant non pldsydg) mais de(x1,y;) on approxime la
solution de I'équation différentiell¢’ = f(z,y) passant par le poiritz;,y1) par sa tangente et on obtient

y2 =y1 + f(z1,y1)h
de proche en proche on construit alors les suites de points :

Tyn = To + nh
Yn+1 = Yn + f(xmyn)h

FiG. 3.1 —On approxime la solution par une fonction affine par morceaux
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3.2. CONVERGENCE DE LA METHODE DE NEWTON A.Mizrahi

3.2 Convergence de la méthode de Newton

3.2.1 Prérequis

Dans tout le chapitr¢ est une fonction de clasge’
1. développement limité d’ordre 1 ef :

f(@) = f(wo) + f'(xo)(z — z0) + o(z — o)

ce qui s’écrit encore
f(xo+h) = f(xo) + f'(x0)h + o(h)

2. Développement limité d’ordre 2 eny: pour tout réekh il existe un réeb compris entrex etz + h tel
que:

Flawo+ 1) = Flwo) + f (wo)h + £ (6)2
d’ou I'on déduit que sjf”(x)| < M alors
Flwo +h) — f(z0) — f (w)b] < ShM

3. Suite arithmético-géométrique, 1 = au,, + b
si (u,,) tend vers une limité, cette limitel vérifie la relationl = al + b d’ou

on pose alors,, = u,, — [ et un calcul élémentaire donmg,; = av,, donc(v,) et (u,) convergent
ssi| a |< 1 (suite géométrique).
4. Onreprend ce qui a été fait précédemment avec une inégalité (a>Qu.Saitne suite telle que
Unp+1 < Ay + b
on pose comme précédemment= u,, — [, on obtient alors
an+1v

Unt1 < avy, < @?vp_g < . < 0

ce qui nous donne donc

<l n( l) < b n b
Up, + a”(ug 1 —a +a” | ug — -
5. limp—oo(1+ %) = e

3.2.2 Convergence

On suppose qug est définie suR? de class€'. On considére les suites définies dans la partie précédente.
On notee,, I'erreur faite a lan’*™* étape c'est a dire

én = |p(Tn) — Ynl

€nt+l = ‘Qb(xn + h) - (yn + f(xnayn)h)‘

Université de Cergy Pontoise 20



3.3. METHODE DE RUNGE KUTTA A.Mizrahi

on fait un développement limité deenx,,:

h2
ent1 = [6(zn) + ¢ (zn)h + —6"(0) = (yn + f(@n,yn)h)|
or¢'(z) = f(z,¢(x)) donc en dérivant on obtient:

//_ai g/
¢ _8x+8y

Quitte a se limiter a un domaine borné posons

On a alors:

it < [6(a) — vl + BlF(E0.6(en) — Flrnn)] + hM

on peut alors faire un DL

0 0
[F(@n.d(@n)) = f(2nyn)| < sup Iag(:vmh)lw(xn) —yul < sup | L (2 y)en] < M,

vy OY

on a donc
1
eni1 < (M’ +1)e, + 5h2M

le prérequis 4 permet alors d’en déduire que

2
<
— 2hM’

Dans cette méthode nous avons deux paramétres qui vakient:, supposons que I'on cherche une valeur
approchée de(X ), ou X est un réel donné, si on découpereimtervalles I'intervalle[z(, X], le pas devient

(M’ +1)" —1)

€n

X—JEO
n

en < W (((XH$O>M’+1>H—1>

lim (&4 1)" = e

n—oo N

B =

On a alors

or

Donc la suite(ne,,) est un suite bornée, dotte, ) tend vers 0 au moins aussi vite gUe).

3.3 Méthode de Runge Kutta

Nous reprenons I'équation différentielle précédeyite- f(x,y), ce que nous avons fait dans la méthode
de Newton peut s’interpréter par le calcul intégrale a I'aide d’aires. Soitddmsolution que nous cherchons
a approcher, nous avons

¢'(z) = f(z.6(x))
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3.3. METHODE DE RUNGE KUTTA A.Mizrahi

FiG. 3.2 —Comparaison des méthodes des rectangles et des trapézes

eto(xo) = yo en intégrant nous obtenons

zo+h
Saotm)=mt [ fon)d
o
Or dans la méthode de Newton on approche l'intégrale par I'aire d’'un rectangle de/cetéss,yo), ce qui

n'est pas une trés bonne approximation de cette aire. Si on I'approxime par I'aire d’un trapéze I'approximation
est bien meilleure.

D’autres méthodes comme la méthode de Simpson sont plus efficaces. De méme ici la méthode de Runge
Kutta permet un approximation bien plus précise de la solution .
Méthode de Runge Kutta: on définit les suites),(F,.),(Qn),(Rn),(S») et(y,)par

Typ = To + hn
P, = (xnayn)

Sn:Pn"'h( ,f( n))
Ynt1 = Yn + §(f(Pn+2F(Qn) + 2f(Rn) + f(Sn))

Remarque 3.2 Avec la méthode de Newton, on avait une convergence en au r;%)aimintenant on a une
convergence en au moigugg, la convergence est donc beaucoup plus rapide.
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Chapitre 4

Systeme d’équations différentielles

4.1 Généralités:

Soit f : R — R" on note f1,f,.....,f» les coordonnées dé. Dans tout ce chapitre, la variable est
représentée par la lettteen particulier on dérive par rapport.a

B+ 4 alorsfy(t) = 8t+ L et fo(t) = 7—6€ de plusf’(t) = 8~
7 — 6€2t 1 t 2 —1262t '

Exemple 4.1Si f(t) = <
a11<t) alg(t) a1n<t)

as1(t) a9a(t) ... asgu(t
SoitA: R — M, (R), A(t) = ,21() _22() _2 Q etB : R — R™. On note (E) I'équation

an1(t) ap2(t) ... apn(t)
différentielleY’ + AY = B. Une fonctionf : R — R" est solution dé E) si f'(t) + A(t)f(t) = B(t) le
produit deA par f étant un produit matriciel.

Yi(t) +tyr(t) — tya(t) + 1 =0
yo(t) = In(t)y1 (t) — 2ya(t) — €t

= (S o o= () o= (31

A
Exemple 4.3 résoudre le systéme suivar{ : z} B 52
2 — Y
Si (y1,y2) est solution alorg! = v, = y; donc il existe des constantés et K, telles quey; = Kje® +
Kye " etys =y = K1e* — Koe™™
On remarque que les fonctions trouvées sont bien solutions, et que les constaptes dey; sont les

méme.

Exemple 4.2 le systeme suivan{ peut s'écrireY’ + AY = B avec

Définition 4.1 On appelle systeme sans second membre assqdig a Y’ + AY = B le systeméFE’) :
Y '+ AY =0.

Théoréme 4.1 (admis): SoitA : R — M, (R) et B : R — R" des fonctions continue$F) le systeme
différentiel Y’ + AY = B et (E’) le systétme sans second membre assbti¢ AY = 0 on a alors les
résultats suivants:
1. Les solution§’ de (E’) forment un espace vectoriel de dimension n.
2. Les solutions de (F) forment un espace affine de directiSh c’est a dire que que si € S alors
S={h+f|feS}
3. Soitun réet etY; un vecteur d&". Il existe une unique solutiori de (E) telle queY () = Yp.

La solution générale d'un systeme différentielle linéaire d'ordre L éguations & inconnues
gue l'on sait résoudre s’écrit a I'aide deconstantes.
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4.2. CAS DES COEFFICIENTS CONSTANTS: RESOLUTION MATRICIELLE A.Mizrahi

4.2 Cas des coefficients constants: résolution matricielle

Définition 4.2 On dit que(E) : Y’/ + AY = B est a coefficients constants4iest une matrice constante
(indépendante de la variable de dérivatitin

¥ =2x+3y—t o -2 -3 —t
Exemple 4.4 { Y =1 — 3y + 2 ceci revient a prendrd = 1 3 etB = of

Proposition 4.1 Lorsque la matriced est diagonalisable, sa diagonalisation permet de résoudre le systéeme :
supposons qud = PDP~! alors en multipliant E) a gauche pa®~! on obtient

pPYY'+DP =P 'B

comme la dérivation est une opération linéalte 'Y’ = (P~1Y’)’, si 'on pose alord/ = P~'Y on obtient
le systéme

U +DU =P 'B
gui se ramene a équations différentielles du premier ordre.

¥ +4dr—2y=0

Exemple 4.5 Soit (5) le systeme{ Y 4 3r—y =0

(+)

Diagonalisons4, son polyndme caractéristique est

ce qui revient a posed = < g :? > etB =

P(X)=(A—X)(-1—X)+6= (X —1)(X —2)

cherchons un vecteur propre associé a la valeur propre 1: cela revient a chercher un élément du noyau de la

matriceA — I = < g :; ) le vecteur< ; ) convient.

A« 1
De méme pour la valeur propre 2 on cherche un vecteur du noyaiu-del et le vecteur( 1

> convient.

onadoncd = PDP-'avecP = ( 2 1 Jetp=( }

3 1 0 2
ull +u =0
ubh +2uy =0
2K1€7t + K1672t
3K1€_t +K26_t

On s’est ainsi ramené au systebie+ DU = 0 qui s’écrit{ qui se résout facilement

{ Uy = Kleft Kleft

Ug = K26_2 K2€_2

— —t —2t
donc:{ z(t) = 2K1e™" + Kae

. Onadond/ = ( ¢ > douY = PU = ( > les solutions sont

y(t) = 3K et + Kye—t ou K et K, sont des reels quelconques.

Remarque 4.1 On a utiliséP mais nous n’avons pas eut besoin de calcktet

4.3 Forme des solutions dans le cas particulier des coefficients constants en
dimension 2

Dans ce paragraphé’’) est I'équationy” + AY = 0 ou A est une matric@ x 2.

Proposition 4.2 Notons)\; et \, les valeurs propres dd et (V;,V2) une base de vecteurs propres :
1. Si\; et )\, sont réels alors les solutions dans la ba$g,V;) sont de la forme:

ul(t) = Kle)‘lt
us(t) = Koe 2t
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4.4, UTILISATION D'UN OPERATEUR DIFFERENTIELD A.Mizrahi

FIG. 4.1 —cas des valeurs propres réelles, a gauche de mémes signes, a droite de signes opposés

FIG. 4.2 —cas des valeurs propres complexes conjuguées

(a) siA1 < Ay < 0 alors lorsquet tend vers l'infiniu; etus tendent vers 0. On dit que le poi@test
un noeud propre stable.

(b) siA; < 0 < Ag alors lorsquet tend vers l'infiniu, tend vers 0 ety tend vers linfini, lorsque t
tend vers moins l'infini, on a le résultat inversé. On dit que le poirgst un noeud instable.

(c) etc.

2. Si les valeurs propres sont complexes conjugiées= o = a + ib), alors dans la base réelle
N . uy (t) = e (K1cos(bt) — Kosin(bt)
(R(V1),5(V1)) les solutions sont de Iaform% s () = €9t (— Ky sin(bt) — Kocos(bt)
(@) sia > 0 on dit queO est un foyer répulsif.
(b) sia < 0 on dit queO est un foyer attractif.

Preuve :
1. Si les deux valeurs propres sont réelles distinctdg. = A\ V) et AV, = A\;V5 donc dans la bas@/,Vs)
u’l + Au; =0

; __ . ce qui en intégrant chacune des équations différentielles donne le
uy + Aoug =0

I'équation (E') s’écrit {
résultat annonce.
2. Si les deux valeurs propres sont complexes conjugdges a + ib, on résout le systeme dafis soit V; un

vecteur propre associéa alorsV; est un vecteur propre associgacar
AV = AV = MV = X0

U/1+A1U1 =0 Ul :HleAlt
uhy + Agug =0 uy = Hoe2?
constantes complexes, parmi toutes ces solutions complexes il nous faut garder les solutions réelles. Les solutions
complexes sont les fonctions de la forme:

dans la baséV;,Vi) onale systéme{ ce qui donne: ou H, et H, sont des

U(t) = HieM'Vy + HoeM'V,
U est réelle ssV = U ssiH, = H,. Dans ce cas
U(t) = 2R(H, MW7) = 2R((K, + iK3)e (cos(bt) + isin(bt))(R(V1) +iS(V1))
ce qui donne finalement:

e™ (k1 cos(bt) — ko sin(bt))R(V1) + (—k1 sin(bt) — ko cos(bt))S (V1))

4.4 Utilisation d’'un opérateur différentiel D

On noteD I'opérateur de dérivation, c’est a dire I'application linéaire qui a une fonction associe sa dérivée.

Exemple 4.6 D(e3%) = 3¢3*

Exemple 4.7 D(In(1 + 2?)) = 2%,

Remarque 4.2 on peut écrire les équations différentielles a I'aide de I'opéraf&ypar exemple I'équation
différentielle(E) : y” + 2y’ — 3y = 0 s’écrit aussiD?y + 2Dy — 3y = 0 ol encorg D? + 2D — 31 )y = 0,
résoudrg E) revient donc a déterminer le noyau de I'opérateur (ou application linédir&): 2D — 31.
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4.4, UTILISATION D'UN OPERATEUR DIFFERENTIELD A.Mizrahi

Proposition 4.3 On peut écrire quelques résultats sur les équations différentielles linéaires du premier ordre
al'aide deD:

1. (D-X)y=0s1vy =)y y=KeM, cestadire kefD — \I) = RN,

2. D-Ny=fey=\+fey=(K+ [ fe du)e

3.(D-AMy=et oy =ly+ett oy=KeM+ ﬁe“t

Exemple 4.8 Résoudre I'équation différentiellg’ + 2/ — 3y = 0 a I'aide de I'opérateuD : (D? + 2D —
3I)y = 0 on peut alors factoriser I'opérateuf — I)(D + 31)y = 0 en utilisant la proposition précédente
ceci est équivalent a

(D+ 30y = Ke

gui est équivalent a:
t
y = (K/ +/ (Keueiﬂudu))efiiu — Klef?)t + Kllet
on retrouve ainsi un résultat connu sur les équations différentiel linéaire d’ordre 2.

¥ +2r+3y=0

[ em
Sty + 2y = 262 e systeme

Exemple 4.9 Résoudre le systeme suivant a I'aide de I’opéra@ur{

(D+2Dz+3y=0
"3z + (D + 2)y = 22
soit (z,y) un couple de fonctions, solution du systeme, on a

peut s’écrire de la fagon suivant{

(D +2I) (D + 2Dz + 3y) = 0 et3(3z + (D + 2)y) = 6e*
en soustrayant ces deux égalités on obtient:
(D? +4D + 41z — 92 = —6e*
ce qui n'est autre que I'équation différentielle
(E) : 2" + 42’ — 5z = —6e*

Les solutions de I'équation sans second membre sont les fonctions de la&gun& + K,e!, on cherche
une solution particuliére de la formée? et on trouvedk + 8k — 5k = —6, les solutions déE) sont donc
les fonctions de la forme:

6
z(t) = Kie ™ + Kye' — ?621‘/
on en déduit, a I'aide de la premiére équation différentielle du systéme que:

1 12 12
y(t) = —g(—5K1€_5t + Koel — 76% + 2K e % + 2Kyet — 76%)

donc

x(t) = Kie % + Kael — G2t
y(t) = Kre ™ — Kae' + Se?

On a montré que sir,y) était solution ce serait les fonctions précédentes, il reste a vérifier que les fonctions
gue I'on a trouvées sont bien solutions, on peut soit faire le calcul et vérifier que les fonctions ainsi trouvées
sont bien solutions, soit remarquer que I'on a obtenu un espace affine de dimension 2 et que les solutions
forment un espace affine de dimension 2, donc que toutes les fonctions trouvées sont bien solutions.
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Chapitre 5

Introduction aux équations aux derivees
partielles

5.1 Rappels et mise en garde

1. Soit f une fonction de deux variables, définie sur une pdrtide R?, %(xo,yo) représente la dérivée
de la fonctionz — f(x,yo) au pointzy. Dans la pratique cela revient a calculer la dérivéef gear
rapport ac en considérang comme une constante.

Exemple 5.1 Si f(z,y) = In(2? + y?) alors

O )=
8z Y T g2 2

2. SiF(z,y),9(x,y) eth(x,y) sont des fonctions de deux variables alors

OF dg OF

- (9(x,y),h(z,y) 5= (2,y) + 7(g(w,y),h(w,y))gfz(fc,y)

2F(g(:n,y),h(~’573J)) = O ox oy

ox

Remarque 5.1 Résoudre I'équation aux dérivées partielles (ou EDP)

of _
“or
revient & déterminer toutes les fonctions dont la dérivée par rapporest nulle. On voit que toutes les
fonctions qui ne dépendent quegsont solutions. On la résout ainsi : pouryfixé la fonctionx — f(x,yo)

a une dérivée nulle, elle est donc constante, finalenfiemt dépend que dg, et donc f est de la forme:
f(z,y) = K(y). Réciproquement les fonctions de la forrfie,y) = K(y) vérifient bien(E).

(E) 0

Remarque 5.2 La fonction d’'une variable définie paf(x) = 1siz € [-2;—1] et 2 siz € [1;2] est

une fonction dérivable de dérivée nulle, et elle n’est pas constante. Ceci peut arriver lorsque I'on résout des
équations aux dérivées partielles aussi simple(dtie Ceci n’est plus possible si I'on travaille sur une partie
convexe deR?. Dans la suite du cours nous ne nous préoccuperons plus de ce genre de problémes qui peuvent
exister.

5.2 EDP linéaires d’ordre 1 a coefficients constants

Définition 5.1 Ce sont les équations aux dérivées partielles de la forme

of of

+ h(z,y,f)

ol « et 3 sont des réels.
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5.2. EDP LINEAIRES D'ORDRE 1 A COEFFICIENTS CONSTANTS A.Mizrahi

Cas trés particulier :

Of _
“or
Les solutions sont les fonctionf§x,y) = K (y) ou K est une fonction quelconque d’une variable. Sil'on veut

se limiter aux solutions de clasgg, il faut prendreil’ quelconque de classg.
Cas particulier :

(E) 0

Of _
" or
en intégrant par rapportaaon trouve que les solutions sont les fonctions de la forme

(E) h(z,y)

faw) = [ hag)ds + K()
ou K est une fonction quelconque.

Exemple 5.2 Résoudre% = 3%, en intégrant par rapportzaon trouve
J(@y) = e + K(y)
) 3y

Exemple 5.3 Résoudreg—j; = f(z,y)e3*Y. ce que I'on peut écrire

of
or __ 3zy
=~ =€
f
on fixey et I'on intégre enc, on obtient donc
1
In | f(zy) = @e‘%y + K(y)

d’'ou
1 3y
flzy) = H(y)ed
Cas générat On se raméne par un changement de variable linéaire a%cash(x,y,f). Pour cela il

suffit de poser{ X =ar+by

Y =cx+dy etf(z,y) = F(X)Y) = F(ax + by,cx + dy) on a alors :

_ OF oY __ OF oF
B 9kg Tgrar Toxotoare
oy =oxay tovoy = ax0tovd

oF oF
gui s’écrit encore
oF oF
(ac + bﬂ)an + (ca + dﬁ)ﬁ, = h(z,y,f)
Il suffit alors de choisik,b,c etd tel que le coefficient d%% soit nul.
Exemple 5.4 Résoudre I'équation :
af of
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5.3. EDP LINEAIRE D'ORDRE 1 A.Mizrahi

X =azx+by

Y = cx + dy etf(z,y) = F(X,Y) = 3F(ax + by,cx + dy) 'équation(E) est

On commence par pos{r

équivalente a

OF 8F
posons! = —2,c=3,a=—1etb=1onaalors:
OF
—_ —3F
0X 3

donc
F(X)Y)=K({)e*
ou K est une fonction quelconque, finalement en remplagaatY” on obtient:
fwy) = K (3x — 2y)e> =)

par exemple les fonctions(—#+Y) et (3x — 2y)e3*~2e3(—#+Y) = (32 — 2y)e¥ sont solutions de I'équation
(E) respectivement pouk (u) = 1 et K (u) = ue®.

5.3 EDP linéaire d’ordre 1, changement de variable

Remarque 5.3 Il existe une méthode générale, qui dépasse le niveau de ce cours pour trouver de bons chan-
gements de variables lorsque les coefficients ne sont pas constants

f of

(E):a +57 h(zy.f)

ol « et 3 sont des fonctions de,y et f.

Exemple 5.5 Résoudre, en faisant un changement de variables polaires 'EDP

O, Of

8(L‘ ay =yf

x = rcos(h) B
On pose{ y = rsin(0) etF(r,0) = f(x,y), on aalors

of O 0 0
{ 5 = %%f+af£8%—cos(9) f—i—sm(&) f
OF _ Of 0z
00 oz

0.
o1 9 56 T gjyc gg = —rsin(f) gt 9f —|—rcos(9) 9f

d’ou I'on déduit facilement par la méthode de Cramer par exemple :

% = COS(H)%—I: — %Sln(@)%
8—5 = s1n(6?)%—1;7 + %COS(@)%

ce qui en remplacant dans I'’équation de départ donne:

OF oF . . oF oF :
cos(0) <r COS(@)E - 81n(6)89> + sin(0) <7“ SIH(Q)E + COS(Q)@@) = rF'sin(0)
ce qui donne

OF
"oy = rF sin(6)
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Soit encore

=sinf

SIS

qui s’integre en
In|F(r,0)] = rsinf + K(0)

finalement puisqué = arccos (£), les solutions sont les fonctions

x

[(y) = K()e"

ou K est une fonction dérivable quelconque. On veérifie facilement que ces fonctions sont bien des solutions
de 'EDP.
5.4 Meéthode des caractéristiques

Proposition 5.1 Si f est solution de I'équation aux dérivées partielles :

af of _

(B): 5+ By =0

etY une solution d%(az,y} = B(x,y), alors f(x,Y (x,y)) est une fonction dg, et ne dépend pas de

Preuve :
sl @Y @) = @Y @) + F @Y @) G o) = @Y @) + 5 @Y wa)peg) =0

Théoréme 5.1 Soit P le probleme suivant :

f(Ovy) = UO(y)

ol 3 etug sont des fonctions donnéesfeffinconnue. On noteP* le probléme suivant :

{ G
Y(Ovy) =Y

alors siY™ est la solution d&”*, etw une solution deP alors

u(@,Y"(z,y)) = u(0,y)

De plus pour toutr fixé la fonctionY,” : y — Y*(x,y) est strictement croissante et pour toute fonctign
ko Y}~! est solution deP.

Preuve : Le début correspond a la proposition 5.1, la croissancé/dge montre ainsi:

o (oVr\ 08, . oV
2 (%) - Dorz e G

on en déduit qu% - K(y)exp( N %(s,y(s,y))ds) or %0 = 1 donc K(y)=1 doncaé;;c > 0.
Pour la fin ce n'est pas tout a fait évident, notdits,y) = k(Y ~'(y)). On peut remarquer que* (z,Y;* " (y)) =

y, et dériver cette égalité par rapport &t ay, il reste alors & calculejl et 5.
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5.5. EDP LINEAIRES D’'ORDRE DEUX A.Mizrahi

5.5 EDP linéaires d’'ordre deux

Définition 5.2 Ce sont les EDP de la forme

0%f 32f (92f f of _

0UA,B,C,D.E et K sont des fonctions day etf.

A—

5.5.1 Exemples fondamentaux

1. 227; = h(z,y)
En intégrant une premiére fois par rapport a la variabbs obtientg—i = ["h(zy)dz + K(y).
Ce qui en intégrant une deuxiéme fois donfite,y) = [* [* h(z,y)dzdx + K(y)x + L(y) ou K et
L sont des fonctions quelconques. Réciproquement si I'on dérive deux fois la fonction définie par la
formule précédente par rappori:an obtient bien I'équation différentielle de départ.

Exemple 5.6 Résoudrél{ = zy?.
En intégrant une premiére fois on obtient :

of 122
or 2 + i)

En intégrant une seconde fois on obtient:
L 3 9
flay) = g2y + Ci(y)z + Ca(y)

2
2. 6‘1{.{1/ = h(z,y)

En intégrant une fois par rapportzéet une fois par rapport@on obtient:

x,y) / / z,y)dydz + D(y) + C(x)

ou K et L sont des fonctions quelconques. La réciproque permet de conclure, les forctiens
doivent étre dérivables sinon il faut faire attention a I'ordre de dérivation, (ce genre de probléme sort de
I'objectif de ce cours).

Proposition 5.2 1. SiK = 0 les solutionsS forment un espace vectoriel.
2. SiK estune fonction de ety uniquement, alors les solutions forment un espace affine de diregtion

Preuve :triviale.

5.5.2 Cas des coefficients constants, sans second membre

NotonsD, I'opérateur de dérivation par rapport a la variableet D, 'opérateur de dérivation par rap-
port a la variabley. On remarque que ces deux opérateurs commutent, car pour une foficteux fois

différentiables on %af;j = 8%28];

Premiére méthode

on peut essayer d’'écrire I'équation aux dérivées partielles a I'aide d’une opérateur différentiel et de facto-
riser cet opérateur pour se ramener a des EDP d’ordre 1.

Exemple 5.7 Resoudr% - ﬁ = a2y
cette équation peut aussi s éotire
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5.5. EDP LINEAIRES D’'ORDRE DEUX A.Mizrahi

ou encore
(D = D) f =y
Or commeD,, et D,, commutent il est clair que
D?g - D; = (D2 = Dy)(Dx + Dy)
I'équation s'écrit donc
(Dy — Dy)(D:r + Dy)f =Ty

notonsg = (D, + D,) f. Pour résoudréE) : (D, — D,)g = zy il suffit de faire un changement de variables,
comme dans le paragraphe précédent. En posant

X==x

Y=x+y

G(X)Y) =g(zy)

(E) donneaX X(Y — X) = XY — X2 ce qui en intégrant donne :

1 1
G(X)Y)= szY — §)(3 +C(Y)
en revenant aux variables de base on obtignty) = 12%(z + y) — 32° + C(z + y)il nous reste donc &
résoudre 'EDP

1 1
(Dz+ Dy)f = 6553+ §m2y+0(ac+y)

On fait un second changement de variabﬁeg i i ” qui nous raméne a I'équation

OF ; )
= §U fUV+C(2U V)

qui s'intégre en
F= 6U — EU V+Ci12U = V) + Co(V)
ce qui donne en repassant dans les variables de base:

1
—a’y + C1(z +y) + Ca(a — y)

- 1$3($*y)+01($+y)+02($*y) =5

1 4
f=5" "%
o : : . iJ;:gny—i-C{’(att—i-y)4—C’§/(31:—y)
un calcul immédiat montre que ces fonctions sont bien solutions de I 4 9 ;
oz = Clz+y)+ Cy(z —y)

Deuxiéme méthode

Cette méthode est équivalente a la premiére lorsque il n’y a pas de dérivée partielle premiére dans I'EDP
(D2: E = 0), on fait un unique changement de variable pour ne garder qu’'une dérivée seconde croisée
(%)

Exemple 5.8 on reprend I'exemple précéder@i—{ ?)275 =y

aw—i—by

T — cx+ dy et 'on posef(z,y) = F(Z,T).

On fait le changement de varlabl{

92f _ 28 F 20%F
{ = g7z + 2a CazaT + o

9%
o°f 26 F 20°F
a7 = b + 2bdazaT +d i
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5.5. EDP LINEAIRES D’'ORDRE DEUX A.Mizrahi

L'équation donne donc

0*F 0*F 0*F
_ 2\ 2
(0> =) 573 + 2ac —bd) g7om + (€ — &) 5

sil'on choisita = b = 1 etc = —d = 1 on n’a plus qu’une seule dérivées seconde.

Remarque 5.4 on pourrait avoir envie de prendeie= b = ¢ = d = 1 cela n"amene arien car ce n’est pas un
changement de variable, en effet on aurait aloes 7' les calculs n’ont pas de sens

L'équation devient

PF 1
0ZoT 2

1 1
(Z+T)5(Z2-T) = Z(Z2 —T?)
gue l'on intégre en

1
F = 4—8(Z3T — ZT3) + Cy(T) + Co(Z)

d’ou en revenant aux variables de base :

=% (m —y?) (@ + 22y + y%) — (2® — 22y + 9?)) + Ci(z — y) + Ca(z + )

f=7 (af y—xy’) + Ci(z —y) + Co(z +y)

Remarque 5.5 On ne trouve pas les solutions que I'on avait trouvées lors de la résolution précédente, en fait
c’est juste I'écriture qui change, en effet

1, 1 (z+y)*— (z —y)*
G2y = 12(~”vy zy®) + 9

Remarque 5.6 Cette méthode est opérationnelle pour les équations de la forme

of  o2f  _o°f
A%l g _
022 " Paroy T 0,2

K(zy,f)

lorsque le polyndme (dit caractéristique de I'équatidi®)? 4+ BX +C posséde deux racines réelles distinctes.
Les autres cas sont bien plus difficiles a résoudre.

Troisieme méthode : série de Fourier

cette méthode s'utilise entre autres lorsque le polyn6me caractéristique ne possede pas de racine réelle, on
se contentera d’'un exemple : I'équation de la chaleur.

or _ o2 o0*T
ot 22

T (xz,t) représente la température a I'instamt au point d’abscisse dans une barre de fer de longuéu®n
se donne la condition initiale suivante :

(E):

(CI): T(2,0) = o(x)

on connait la température de la barre en chacun de ses points a I'instant 0. Ainsi que des conditions aux
limites :

(CL): T(0,t) = T(L,t) =

la température de la barre a ses extrémités est nulle.
1. On cherche les solutions ¢&) de la formel’(x,t) = U(z)V (t).
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2. On ne conserve que les solutions, non nulles, bornées lorsque t croit vers l'infini.
3. Onregarde ce que les conditions aux bdrds) imposent comme conditions aux constantes d’intégra-
tions.
4. On cherche une solution du probléme sous forme de somme de solutions trouvées précédemment, en
écrivant la condition initial¢C'I) a I'aide d’'une série de Fourier.
1. (E) équivaut a I'équatiod/ V' = a2U"V qui s’écrit encore
V/ 9 U//
v 'T
Le membre de gauche de I'égalité est une fonction eele membre de droite est une fonctionade
chacune des parties est donc une constante que jeshddm s’est ramené au systéme

V' =a’KV
U’"=KU
qui se résout facilement suivant le signekle

1

U = CreVEar 4 Cye~VEa ouU = 0y cos (¥ gK:E) + Oy sin(——)

{ V = Celt

2. V doit étre borné lorsquetend vers l'infini, K est donc négatif, notons = —k2. Les solutions sont
donc:
V = Ce ¥
{ U = Cy cos(EL) + Cysin(E2)
3. T(0,t) = U(0)V(t) = Ce ¥ty si C est nulle on a la solution nulle dode # 0 etCy = 0.
T(1,t) = U)V(t) = Cek*Cysin(EL), siCy = 0 on ala solution nulle dondn(%) doit étre nul, il faut
donc que

avecn un entier. On a donc des solutions de la forme

‘rr2n2a2a mTNnIT

T(xt)=Ce 2 Sin(T)

4. On cherche une solution au probleme global de la forme:

7r2n2a2t TN

¢($,t) = Z Cne_ 12 SIH(T)
n=0

Les conditions aux bord& B) sont clairement vérifiées. Ecrivons la condition initié@7) a I'aide
pour la fonctiony. On obtient

¥(z,0) = nzocn sin(*)

comme on peut choisir l&S,,, il suffit de les choisir de tel sorte g€~ , C,, sin(T%) = &(x).
Soit ) )7, b, sin(™}%) la série de Fourier de la fonctiol] périodique, impaire, égaledsur [0,] et
posons:

_ 71'2n2ta,2 mTnT

w(.ﬁv,t) = Z bne 12 SIH(T)
n=0

On a donep(z,0) = >0 b, sin(2%) = ¢(z) (D'aprés le théoréme de Dirichlet) . Enfin on admet

que la condition(F) est vérifiée pat), voir le cours sur les séries de fonctions (ceci est un peu long a
faire).

On a résolu dans un cas particulier 'équation de la chaleur.
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Chapitre 6

Exercices

Equations différentielles linéaires

Exercice 1 : Résoudre les équations différentielles suivantes:

1.4 — 6y =0

2. y' + 3y = 2 avec la condition supplémentaire y(0)=1;

3.y +zy=2x

4. 3y —y=¢e"

5.9 +6y=2x+1

6. (1+2%)y —2%y=0

7. zy — 2y = x> arctan(z)

8. (1+2%)y +ay =1+ 222

9. 2y —2y+xln(z) =0
10. V1 — 22y —y = \/11_7
11. (1 +2%)y = 2zy

[EEN
N

.y —y' — 6y = 0 avec les conditiong(0) = 1 et y’(0)=0
Ly =6y + 9y =e€”
.y" — 4y’ + 3y = ™ on discutera selon les valeurs de m.

e
A W

15. " +y +4y =0
16. ¢ + 2y + 3y =2 + 3
17. 2y + ¢y + 2y =22 — 1

18. ¢ + 4y + 4y = x%e 2
_ 1

19. y// + Yy = m

20. yy' +y® = Le™®

21. " +y =2 -1

22. 4" +y—2y=(x—1)"

Exercice 2 : Soit(E,) I'équation différentiellery’ = 3y et(E) : xy’ — 3y = 2z + 3
1. RésoudréFE)) sur] — co,0[ et sur]0, + oo.
2. (Ep) admet-elle des solutions sBrSi oui lesquelles?
3. Résoudr¢E;) surR.

Exercice 3 : Résoudre en se ramenant a une équation différentielle linéaire d’ordre 1 I'équation intégrale:
y(z) =2t + [ aty(t)dt

Exercice 4 : Résoudre les équations différentielles suivantes:
1. yl// _|_ 2y// _ 3y/ + y — 2
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2. y//// . 2y/// + 2y// - 23/ +y= 629[:

) y/// —y= et

4. y"" + 2y +7y" + 6y + 9y = 2 On pourra utiliser le fait que:
(X24+ X +3)?=(X*+2X3+7X2+6X +9)

5. 2y"" + 2y — " — 2y — y = 0 avec la condition supplémentaire quéende verst-oo lorsquex tend
Versoo.

w

6. y©) — o = 22

Equations différentielles d’ordre 1

Exercice 5 : Résoudre les équations différentielles suivantes:
1y +ev v =
2. zydy = (y+ 1)(1 —x)dz
. zy + (14 2?)y’ = 0 avec la conditiony(1) = 1
.y = (y — 4z)? on pourra faire un changement de fonction inconnue en pasanty — 4z.
y? + xy) — 2%y’ = 0 on pourra faire un changement de fonction inconnue en posant..
3ye3® — 22)dzr + 3% dy = 0 différentielle exacte
273 + 3y) + (3z + y — 1)y’ = 0 différentielle exacte
z? + y? + x)dz + 2y dy = 0 facteur intégrant:

. zdz +ydy + 4y° (2 + y*) dy = 0 facteur intégrant 1

(
- (
(
(

© 0N O U AW

Exercice 6 : Déterminer les isocline&, I, I», et/_; de I'équationy’ = x + 2.

Mise en équations différentielles

Exercice 7 : Selon la loi de Newton, la vitesse de refroidissement d’un corps dans un courant d’air est pro-
portionnel & la différence de température entre le corps et I'air. Si la température de I'air &Y, 20 que le
corps passe de 10Q a 70C en 5 minutes, au bout de combien de temps se trouvera-t-l@30

Exercice 8 : La vitesse de dissolution d'une substance dans de I'eau est proportionnelle au produit de deux
grandeurs : d'une part la quantité de produit non encore dissoute d’autre part la différence entre la concen-
tration a l'instant considéré et la concentration d’'une solution saturée. On sait que dans 100g de solution
saturée il y a 10g de substance dissoute. On place 50g de produit dans un litre d’eau et on remarque qu'il faut
10 minutes pour dissoudre les dix premiers grammes, quelle quantité de produit se dissout en 50 minutes.

Exercice 9 : Un réservoir de 500 litres est rempli d’eau salée de concentration10dbe I'eau douce coule

dans le réservoir a raison de 5 litres par minute, et la solution brassée de fagcon uniforme s’écoule en quantité
égale. Quelle est la concentration en sel au bout d’une heure ? Quelle serais cette concentration si on avait
commencé par vider 300 litre et que I'on avait laissé couler I'eau douce pendant une heure pour remplir le
réservoir?

Exercice 10 : Un réservoir cylindrique de 250 cm de rayon et 350 cm de hauteur se vide a travers un trou
circulaire situé dans sa partie inférieure. On admet que la vitesse de I'eau a la sortie est proportionnelle a la
racine carrée de la hauteur d’eau restante. Si il faut 30 minute pour que se videcmbien faut-il attendre

pour qu’il ne reste qu’un A2

Exercice 11 : Pour I'équation(E) : 3/ = 1+ comparerg(1) ol ¢ est la solution dé F) sur [0;1] vérifiant
¢(0) = 0 et la valeur approchée dg(1) par la méthode de Newton. Avec par exempte 4.
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Systéme différentiel

Exercice 12 : Résoudre les systémes différentiels suivants, en diagonalisant certaines matrices:

1 ¥ =dr—vy ' =5x + 4y — 10z
"y =6x—y 6. ¢ vy =2r+3y—>52
2 = —bx + 4y 2 =2x+2y—4z
2. { J = —62 + 5y avecz(0) =0ety(0) =1 W=yt
3 o =dx —y+edt 7.8 yY=z+2
. y’:6x—y z’:a:—i-y
4 ¥ —dr+3y =t 8 S5x' — 8y ==
"l Y —22+y=t+1 T 32 =5y =y
5 x/_y/:_jj—y 9 $/:3$_y+t
Tl 22—y =-8x+ Ty Y =4y

Exercice 13 : Résoudre le systeme différentiel suivant, en diagonalisant une matrice, on pourra écrire le

" o__ 2
systéme a I'aide d'un systéeme de 4 équations a 4 inconr{ué;,c,.: ZLLQi m est un réel strictement positif.

Exercice 14 : Résoudre les systémes différentiels suivants, en utilisant I'opérateur
L o —y —y=—c
| x4y —y=e€*
5 4’ — 6y +x =1
" 32 -5y +y=0
2 +4x -3y =0
3' / /! _
32 +y' +4y =0
x — 2z — 3y = e
Y ' +x+2y=0
2(0) =y(0) =1
2'(0) =y'(0) =0

Exercice 15 : Résoudre de deux maniéres différentes le systéeme::

¥ +2y +x—10y =t
32’ + 5y + 2x — 26y =0

EDP

Exercice 16 : Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes:

1. 4,

05 , 405 _ o5 of

8x+38y_0 28:5 8y_$e
2 5

of  of _ of  9f _

583: 68@/_0 ax—h’)ay—cos(ac—Fy)
3 6

of  of of

81‘+6y_2 Y oy /
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On pourra poser{

10.
of

m@x

On pourra poser{ Y

11.

af
ox

of _
y@y Yy

V= YT

0
x+y(§£ = Va2 +y?

On pourra faire un changement de variable po-

laire
12.
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Exercice 17 : Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes :

of 20f _

' oz T XY oy =
f0y) =y°

2. %+(m+2y)%:x

Exercice 18 : Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes:

1.
2 2 2
OF 3 01,00 _
0x? Oyox Oy?
2.
0’f  O*f 0% f
— — —6—5 =uay
0xr?  Oyox Oy?
3.
Hx2 y2 -
4.
or o of of
0x2  0y?  Oxr Oy
5.

*f o*f ,of  Of
9L 39 59 =12
oyoxr  0y? 38:6 M oy 6f

Exercice 19: 1. Montrer que I'équation de Laplac%z—{ + giyij = ( s’écrit en coordonnées polaires:
0°F 10F 1 0°F
o o T
2. Oncherche les solutions de I'équation de Laplace tellesque)) = H(r)G(0) aveclim, o, F(r,0) =
OetF(r,0+2m) = F(r0)
(a) Séparer les variable dans I'équation de Laplace pour ce ramener a deux équations I'une en
l'autre end.
(b) Résoudre I'équation différentielle &n
(c) Résoudre I'équation différentielle €. On pourra commencer par chercher des solutions de la
formeH (r) = r°.
(d) Conclure.
3. Déterminer une solution, sous forme de série de Fourier, de I'équation de Laplace qui tend vers 0 en
+o0 et qui soit égale en tout point du cercle unité a I'argument de ce point. lb(est(0), sin(f)) = 0
pour toutd dans|0,2x].

=0

Exercice 20 : U;,U; etUs des fonctions de trois variables@&t= (U;,U2,Us) onnoteVU = (VU,,VU3,VUs)
et soitf une fonction de trois variables a valeurs dans I'ensemble des maftiges

1. Résoudre I'équation
(E'): VU + (VU)" =0

2. SoitH; une solution d€E) : VU + (VU)! = 2f, montrer que I'ensemble des solutions(d&) est
{H, + H | H solution de(E")}
3. Résoudr¢E) pour la fonctionf définie parfi1 = foz = fa3 = 2 sinonfi; = (7 + 23).
4. On suppose maintenant qu&) admet une solution montrer quyg; = fj;.
5. On suppose qud~) posséde une solution, montrer que I'on a:
#fia  Pfu | 0°f22

Ox10x9 _ 6.7}% 836%
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écrire deux autres équations du méme type.

r1T2 T1 X2
6. Pourf =1[ z; 3 w3 (E) posséde-t-elle des solutions ?
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